Aufgaben zur Vorlesung
K-Theorie und die Hopf-Invariante

Aufgabe 6. Sei X ein kompakter Hausdorffraum. Sei p: £ — X ein endlichdimensionales
K-Vektorbiindel. Zeige, dass dann ein K-Vektorbiindel q: F' — X existiert, so dass E @ F

trivialisierbar ist. Hieraus folgt Lemma 3.8 aus der Vorlesung.

Lésung: Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass X zusammenhingend ist, da wir den Beweis
komponentenweise durchfithren kénnen. Sei U; fiir i € I = {1,..., N} eine endliche offene
Uberdeckung von X, so dass lokale Trivialisierungen ¢;: F| v, = Uix K" existieren. Wéhle
auBerdem eine der Uberdeckung {Ui}ier untergeordnete Partition der Eins p;: X — [0, 1].
Sei ¢;: E— K™ gegeben durch

pilp(v)) - (prfd o) (v) falls p(v) € U,

0 sonst

Yi(v) =

Hierbei ist prg?n : Ui x K™ — K™ die Projektion auf die zweite Komponente. Dies ist eine

stetige Abbildung, da p; aulerhalb von U; verschwindet. Jetzt betrachte

wE%XXKn@@Kn ) U'_>(p<v)7(¢1(v)7"'7wN(U)))

N Summanden

Dies ist ein Morphismus von K-Vektorbiindeln, der die Fasern von F injektiv nach K™V
abbildet, da fiir jedes v mindestens ein p;(p(v)) ungleich 0 ist. Sei (-, -) das Standardska-
larprodukt auf K™ sei p: E — K™ gegeben durch ¢ = prjny 0. Sei

F={(z,w) € X x K™Y | (w,p(v)) = 0 fiir alle v € E,} ,

und sei ¢: F — X gegeben durch ¢(x,w) = z. Dann ist F, = ¢~ !(z) das orthogonale
Komplement der Faser F, von F iiber x. Insbesondere ist x — dim(F}) konstant, da dies
auch fir z — dim(E,) gilt. Wir wollen sehen, dass F' ein K-Vektorbiindel iiber X ist. Es
bleibt die lokale Trivialitdt von F' zu zeigen.

Sei p: X — M, n(K) dadurch definiert, dass p(x) die (eindeutige) orthogonale Projektion
auf F), ist. Dann ist p stetig. Dies ldsst sich wie folgt sehen: Sei 2/ € U; C X, dann
liefern fr(z) = (¢ o ¢; ') (x,ex) fiir k € {1,...,n} stetige Abbildungen U; — K™V, so
dass {fi(x),..., fn(x)} fir alle x € U; eine Basis von ¢(F,) ist (wegen der Injektivitét

von ¢|p ). Wenden wir das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die f;



an, erhalten wir neue stetige Abbildungen f;: U; — K™V, so dass { fi (x),...

Orthonormalbasis von ¢(E;) ist. Es gilt dann

n
N

ply, () = 1= (fu(@), ) fulx) .

k=1

Somit ist p stetig in 2. Sei jetzt xo € X und sei pg = p(zp). Betrachte
$o: F—= X xFypy 5 (z,w)— (x,pow)
Dies ist eine stetige Abbildung mit @y Foy = idp,,. Auflerdem sei

1/70: XxFpy—F 5 (v,0) = (z,plx)w)

~

» fn(2)} eine

Die Komposition @g o ¥y erfiillt @g o Po(z,w) = (x,p(x)w) fiir eine stetige Abbildung

p: X — hompg(Fy,, Fyy) mit p(zg) = idp, . Da die invertierbaren Elemente offen in

hompg (Fyy, F,) sind, muss es eine offene Umgebung zy € U C X geben, so dass pl;

invertierbar an jedem Punkt ist. Somit ist @g o @ZJO‘ ein Isomorphismus des trivialen Vek-

torbiindels U x Fy, und @o|;; : F|; = U x Fy, bildet jede Faser F, surjektiv und damit

aus Dimensionsgriinden auch injektiv auf F,, ab. Dann ist @o|;; aber eine lokale Trivia-

lisierung von F' iiber U. (Wichtige Nebenbemerkung: ¢¢ ist nicht notwendigerweise ein

Isomorphismus iiber X!)

Es bleibt zu zeigen, dass E @ F = X x K™V ist. Dieser Isomorphismus ist gegeben durch

E®F - XxKY ;. (v,w)— ¢ +w.

Das Inverse hierzu bildet (z,w') € X x K™ auf (¢ =1((1 — p(z))w'), p(z)w') ab.



