Aufgaben zur Vorlesung
K-Theorie und die Hopf-Invariante

Aufgabe 7. Sei folgendes Diagramm ein Pushout-Diagramm von kompakten Haus-

dorflraumen:
X o X,

Xot— = X
J2

Seien p;: E; — X; for i € {1,2} K-Vektorbiindel und f: ifE; — i5F5 ein Isomorphismus
von K-Vektorbiindeln iiber Xj. Zeige, dass dann

E=E 1 Ey)/~

mit der Aquivalenzrelation, die erzeugt wird von vy ~ f(v1) fir alle v; € Ey mit p1(v1) €

Xo ein K-Vektorbiindel {iber X ist. Dies ist Lemma 3.7 aus der Vorlesung.

Lésung: Seip: E — X die Abbildung, die von p; und ps induziert wird. Wir zeigen, dass
E zusammen mit p ein K-Vektorbiindel ist. Die Abbildung f ist ein Isomorphismus von K-
Vektorbiindeln, also erhilt die Aquivalenzrelation die Vektorraumstruktur auf den Fasern.
Es bleibt daher nur zu zeigen, dass F lokal trivial ist. Aufgrund der lokalen Trivialitét
von E7 und F existieren lokale Trivialisierungen fiir die Punkte in j;(X; \ Xo) und
Jj2(Xa2 \ i2(Xo)).

Sei also x = ja 0 ig(xp) fiir ein g € Xo. Da Xy ein kompakter Hausdorffraum ist, ist
er insbesondere lokal kompakt. Jede offene Umgebung von is(zg) enthélt damit eine ab-
geschlossene Umgebung von ig(xzg). Also existiert eine abgeschlossene Umgebung V5 von

i9(xo) mit einer Trivialisierung s : Eg]v2 — Vo x K™, Sei jetzt Wy = i;l(Vg) und

Y1 = L;gOQ‘WlmXO of: E1|W10X0 — Z;E2|W1QX0 — (W1nNXy) x K".

Dann ist ¢; ein Isomorphismus von K-Vektorbiindeln. Da W; N Xy kompakt ist, also
insbesondere abgeschlossen, existiert eine Umgebung V; D W1;N X und ein Isomorphismus
E E1|V1 — V1 x K™, der ¢ fortsetzt. Somit ist

U1 Uroa: Elj ey = G1(V1) Ug2(V2)) x K™

eine lokale Trivialisierung um .



