Aufgaben zur Vorlesung
K-Theorie und die Hopf-Invariante

Aufgabe 8. Sei U(n) C M,(C) die unitire Gruppe, GL,(C) die Gruppe der inver-
tierbaren Matrizen und sei T'(n) C M,(C) die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit

positiven reellen Werten auf der Diagonalen.

(a) Zeige, dass die Abbildung ®: U(n) x T'(n) — GL,(C) gegeben durch ®(U,T)=U-T

ein Hom6omorphismus ist.
(b) Folgere hieraus, dass U(n) — GL,(C) eine Homotopiedquivalenz ist.

(c) Zeige, dass GL,(C) wegzusammenhéngend ist.

Losung: Sei A € GL,(C). Seien Ay, ..., A, die Spalten von A. Wir wenden das Gram-
Schmidt Verfahren auf A an. Sei (-, ) die hermitesche Standardform auf C", d.h. (z,w) =
> ;Ziw;. Sei || -|| die davon induzierte Norm auf C". Im ersten Schritt multiplizieren wir

A7 von rechts mit der Matrix

1
EEEEEE
0 1 0
T = '
: 0
0 0 1
Dies #ndert A; zu A} = IIQiH und lésst die anderen Spalten unveréndert. Dann &ndern

wir Ay zu Al = Ay — (AY, Ag) A durch Multiplikation von rechts mit

1 —(A7, A2) 0

0 1 ... 0
T = | . )

: : 0

0 0 1

Anschlielend multiplizieren wir A von rechts mit

1
0 1
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um Ay zu Af = ||£§H zu dndern. Im néchsten Schritt multiplizieren wir mit
0 1 —(A4 As) 0
T,=10 0 1 0
Do : 0
00 0 1

und setzen diesen Prozess fort, bis wir in der letzten Spalte angekommen sind. Die re-
sultierende Matrix U(A) = A-Ty - Ty---T,,, = (A, A}, ..., A) ist unitér. AuBerdem
ist das Produkt T'(4) = T,;'--- Ty ! der Inversen aller oberen Dreiecksmatrizen Tj ein
Element von T'(n), das stetig von A abhingt. Also erhalten wir eine stetige Abbildung
U: GL,(C) — U(n) x T(n) gegeben durch V(A) = (U(A),T(A)). DaU(A)-T(A) = A,
gilt ® oW =idgyp, (c)- Also ist @ surjektiv. Um zu sehen, dass ® auch injektiv ist, seien
(U, T),(U", T € U(n) x T(n) mit A=U-T =U"-T'. Dann ist (U")"1U = T' T, also
liegen beiden Seiten in U(n) NT(n) = {1}. Somit folgt U = U’ und T = T". Dies zeigt (a).
Jedes Element T' € T'(n) ldsst sich in eindeutiger Weise als T'= D(T") + R(T) schreiben,
wobei D(T') eine Diagonalmatrix ist und R(7’) eine obere Dreiecksmatrix mit Nullen auf

der Diagonalen. Dann ist h: T'(n) x I — T'(n) gegeben durch
he(T) =tD(T) + (1 —t) 1+t R(T)

eine Homotopie mit hy(T) = T und ho(T) = 1. Die Abbildung U(n) — U(n) x T'(n) =
GL,(C) ist somit eine Homotopiedquivalenz, da T'(n) zusammenziehbar ist. Dies zeigt (b).
Wir miissen fiir (¢) nur noch zeigen, dass U(n) wegzusammenhéngend ist. Sei U € U(n)
eine unitdre Matrix. Es reicht einen Weg von U nach 1 zu konstruieren. Es gibt ein V' &€
U(n), so dass U = V DV* fiir eine Diagonalmatrix D mit Eintrigen z; € S!. Da S!
wegzusammenhingend ist, gibt es Wege v;: I — S* mit 7;(0) = 1 und ~;(1) = z;. Also ist
v: I — U(n) mit

mn(t) 0 0
0 0
= | Y
0 0 ... 7(t)

eine Pfad von 1 nach D in U(n). Also ist V y(¢) V* ein Pfad von 1 nach U.



